LINEARNA ALGEBRA 2
Treéi ispitni rok - 25. kolovoza 2025.

|ZADATAK 1]

Neka je R, = € L(R?) operator rotacije oko z-osi za kut 7.
(a) (5 bodova) Odredite zapis operatora Re, = u kanonskoj bazi (e) prostora R®.
(b) (5 bodova) Odredite Re, = (21,22, 23), za proizvoljan (1, xy, r3) € R?.
) z

)
)

(¢) (5 bodova) Odredite zapis operatora R., = u bazi (f) = {(1,1,0),(1,—1,0),(0,0,1)}.
)

(d) (5 bodova) Odredite jednu svojstvenu vrijednost i jedan svojstveni vektor operatora
R, x.
4

Rjesenje:

(a)

cos% —sin% 0 @ —‘/75 0
Regn(e)=| sinf cos§ O0f = \/75 \/75 0
0 0 1 0 0 1
(b)
R s ) V2 V2 V2 V2
(T = —x — - -
€3,7 1, L2, T3 2 1 2 T, 2 1 2 T2,T3
(c)
V22
2 2
R83Z(f>:I(fve)R%z(e)](Qf): —\/75 % 0
0 0 1

(d) Jedina svojstvena vrijednost je 1, a pripadni svojstveni vektor je npr. (0,0,1).

|ZADATAK 2|

Neka je A € L(R?) linearan operator ¢iji je matri¢ni zapis u kanonskoj bazi dan matricom

3 —4 12
3 -5 18
1 -2 7

(a) (15 bodova) Odredite regularnu matricu S i dijagonalnu matricu D takve da je A =
SDS™.

(b) (5 bodova) Moze li se matrica S u (a) dijelu zadatka odabrati tako da je ortogonalna?
Odgovor obrazlozite.

Rjesenje:



(a) ka(\) = (A= 12(3—A) o(4) = {1,3}, a(1) = 2, a(3) = 1. Dobije se g(1) = 2, g(3) = L.
pa je matrica dijagonalizabilna, te da je

100 2 —6 2
D=1]01 0f, S=1|1 0 3
00 3 0 1 1

(b) Budu¢i da matrica nije simetri¢na, ne postoji takva baza.

|ZADATAK 3|

Neka je R* unitaran vektorski prostor sa standardnim skalarnim produktom te neka je
P € L(R*) projektor na potprostor M = {(z,y,2,q) € R* : z + 2y — ¢ = 0} u smjeru
potprostora L = [{(0,0,0,1)}].

(a) (5 bodova) Odredite bazu u kojoj se P dijagonalizira.

)
(b) ( )
(c) (5 bodova) Odredite jednu bazu za M.
(@) (5 bodova)

)

Rjesenje:

5 bodova) Postoji li ortonormirana baza u kojoj se P dijagonalizira?

5 bodova) Izra¢unajte P*(1,0,7,2).

(a) Vrijedi
M =[{(1,0,0,1),(0,1,0,2),(0,0,1,0)}],L = [{(0,0,0, 1)},

pa je zapis projektora P u bazi

(f)=1{(@1,0,0,1),(0,1,0,2),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

za R*:
1 0 0 O
01 00
P(f) = 0010
0O 0 00
te je (f) trazena baza.
(b) Ra¢unamo:
1 0 0 O 1 0 0 O 100071 1 0 0 O
01 00 01 00 01 00 01 00
Ple)=1(e, NPHIe)=10 o 1 ol lo o1 0lloo10 =loo1o
1 2 01 0 000 1 2 01 1 2 0 O

Matrica operatora P u ortonormiranoj bazi (e) nije simetricna pa ne postoji takva
ortonormirana baza.

(c) Potprostor M+ je dimenzije 4 — 3 = 1, pa je dovoljno pronadi jedan netrivijalan vektor
ortogonalan na vektore baze za M.

Jedna moguca baza je {(1,—2,0,—1)}.



(d) P*(e) = , paje P*(1,0,7,2) = (3,4,7,0).

S O O
S O = O
o = O O
S O N

| ZADATAK 4|

Neka je U € L(C?) unitaran operator.
(a) (8 bodova) Dokazite da je |trU| < 2.

(b) (12 bodova) Dokazite da za svaki a € [0,2] postoji unitaran operator U takav da je
|[trU| = a.

Rjesenje:
(a) Obje svojstvene vrijednosti operatora U su modula 1. Slijedi

b) Uzmimo unitaran operator rotacije U, € L(R?) zadan matri¢no:
©

[cos ¢ —sin go}
siny  cosp

Karakteristi¢ni polinom je kg, (A) = (cose — A)? + sin® ¢ i svojstvene vrijednosti su
A2 = cos p £ 4/cos? ¢ — cos p, odakle je

| tr Uy| = |1+ Xo| = [2cos .

Bududi da cos ¢ poprima sve vrijednosti izmedu 0 i 1 za kutove ¢ € [0, 7], slijedi da za
svaki a € [0, 2] postoji ¢ takav da je |tr U,| = a. Drugim rije¢ima, | tr U| moZe poprimiti
svaku vrijednosti iz [0, 2].

|ZADATAK 5|

Neka je V' n-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem F i f € V* f # 0.
(a) (4 boda) Odredite (f) i d(f).

(b) (16 bodova) Dokazite da postoji baza {b1,bs,...,b,} za V takvadazasve aq,...,a, € F

vrijedi .
f(zaibi) = aj.
i=1

Rjesenje:

(a) Kako je f # 0, slijedi r(f) = 1. Prema teoremu o rangu i defektu je onda d(f) =n — 1.



(b) Prvo uo¢imo da iz uvjeta f(> ", a;b;)) = o, Vay, qe,...,a, € F, slijedi da mora biti
Zbog f # 0 postoji a € V takav da je f(a) # 0. Tada za b; = ﬁa vrijedi f(by) = 1.
Neka je {bs,...,b,} baza za Ker f.

Dokazimo da je {by,bs,...,b,} baza za V. Kako ovaj skup ima n = dim V' elemenata,
dovoljno je provjeriti njegovu linearnu nezavisnost. Ako su aq,...,a, € F takvi da je

Oélbl + a262 + ..+ Oénbn = O, (1)
tada je

f(Oélbl -+ Oé2b2 + ...+ anbn) = 0,

odakle slijedi a; = 0, a onda iz (1)), zbog linearne nezavisnosti skupa {b, . .., b, }, slijedi
a; =0zai=2,...,n. Time smo dokazali da je skup {b, bs, ..., b,} linearno nezavisan,
dakle baza za V. Sada za sve aq, ..., a,[F vrijedi

f(ioéibz) = i@if(bi) = Qq.



